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Kapitel 1

Einleitung

In der heutigen Welt spielt hochentwickelte Technik eine bedeutende Rolle.
Produkte werden immer komplizierter, gleichzeitig wird die Entwicklung die-
ser Produkte immer kosten- und zeitintensiver. Zusétzlich sinkt aufgrund des
technologischen Fortschritts die Lebensdauer der Produkte. Daher steht fiir
die Entwicklung neuer Produkte nur sehr wenig Zeit zu Verfiigung. Dies alles
ist nur durch den Einsatz von Computern beim Entwurf der Produkte moglich
(CAD - Computer Aided Design).

Wiinschenswert wére auch eine Verkiirzung der Testphase neuer Produkte.
Ublicherweise werden von neuen Produkten zuniichst Prototypen angefertigt,
die dann umfangreichen Tests unterworfen werden. Gegebenenfalls muss dann
der Entwurf verindert und ein neuer Prototyp hergestellt werden. Beim Kon-
zept des Virtual Prototyping werden keine realen Prototypen mehr hergestellt,
statt dessen werden die Tests im Computer simuliert. So konnen Entwurfs-
fehler friithzeitig erkannt und zeit- und kostenaufwendige Tests an Prototypen
vermieden werden. Beispielsweise kann der Entwurf eines neuen Autos auf des-
sen Verhalten im (virtuellen) Windkanal getestet werden. Ebenso sind virtuelle
Crash-Tests denkbar.

Eine andere Moglichkeit ist die Durchfithrung von Untersuchungen in einer
Virtual- Reality-Umgebung. Dabei interagiert eine mit Datenhandschuh und
3D-Brille ausgestattete Testperson mit dem Modell des Autos in einer vom
Computer generierten Welt.

Fiir eine Virtual-Reality-Umgebung ist die wirklichkeitsgetreue Simulation der
realen Welt duferst wichtig. Ein Hauptaspekt ist hierbei die Dynamiksimu-
lation, also die Vorhersage der Bewegungen von Objekten unter dem Einfluss
externer Faktoren. Beispielsweise muss in einer Virtual-Reality-Umgebung der
Einfluss der Schwerkraft auf die Objekte beriicksichtigt werden. Zum anderen
muss sichergestellt werden, dass sich zwei massive Objekte nicht durchdringen
kénnen.

Als Hiillkorper bezeichnen wir einfache geometrische Korper, z. B. Kugeln, Zy-
linder oder Quader, die das eigentliche Objekt einschlieflen. Hiillkérper haben
grofle Bedeutung bei der Beschleunigung vieler Algorithmen in der Dynamik-
simulation. Ein wesentlicher Bestandteil der Dynamiksimulation ist die Kol-
lisionserkennung. Die statische Kollisionserkennung beantwortet die Frage, ob
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

sich zwei Objekte zu einem bestimmten Zeitpunkt durchdringen oder nicht. Die
dynamische Kollisionserkennung berechnet fiir zwei gegebene Objekte mit ihren
Trajektorien den frithesten Zeitpunkt einer Beriihrung. Bei beiden Arten der
Kollisionserkennung spielen Abstandsberechnungen eine zentrale Rolle. Die-
se Abstandsberechnungen sind fiir Kérper mit gekriitmmten Oberflichen und
Begrenzungskanten wesentlich aufwendiger als fiir Polyeder.

Der Rechenaufwand lasst sich durch den Einsatz von Hiillkérpern stark verrin-
gern. Beispielsweise sind zwischen Objekten mit disjunkten Hiillkérpern keine
Beriihrungen moglich. Dieser Vorteil lisst sich durch Verwendung von soge-
nannten Hullkérperhierarchien noch weiter steigern. Dabei wird die Flichen-
menge eines Korpers rekursiv unterteilt und jeweils in Hiillkérper eingeschlos-
sen.

Da sich jede gekriimmte Fliche beliebig fein durch Polygonnetze approximie-
ren lisst, stellt sich die Frage, warum man iiberhaupt direkt mit gekriimmten
Flichen arbeiten sollte. Viele CAD-Systeme verarbeiten neben Polyedern auch
Kugeln, Kegel, Zylinder und Tori. Aufgrund des Datenaustausches mit CAD-
Systemen ist es wiinschenswert, direkt auf diesen Datenstrukturen zu arbeiten.
Zum anderen erh6ht eine gute Approximation erheblich die Beschreibungskom-
plexitit eines Objektes und verschlechtert so die Laufzeit vieler Algorithmen.
Der grofite Nachteil liegt jedoch darin, dass sich die Objekteigenschaften durch
die Approximation verindern kénnen. Man denke beispielsweise an den Zy-
linder eines Motors. Der Zylinderkolben kann sich im dicht umschlieenden
Zylindergehiuse frei auf- und abbewegen. Je nach Approximation der zylindri-
schen Fliachen ist es moglich, dass sich der Zylinderkolben nicht mehr bewegen
ldsst. Im schlimmsten Fall durchdringen sich jetzt Zylinderkolben und Gehéuse,
die zuvor disjunkt waren.

NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) sind ein mathematisches Modell zur
Beschreibung gekriimmter Kurven und Flichen. In diesem Modell besitzen die
Kurven und Flichen eine explizite Darstellung als rationale Funktionen in einer
bzw. zwei Variablen. Im Gegensatz zu quadratischen Flichen gibt es im Allge-
meinen keine einfache implizite Darstellung. Als Spezialfall enthalten NURBS
auch Bézierkurven und -flichen und nichtrationale Splines. NURBS sind sehr
flexibel und werden in vielen kommerziellen CAD-Systemen verwendet. Dies ist
ein weiterer Grund fiir den Einsatz dieses Modells, da so die verlustbehaftete
Konvertierung zwischen verschiedenen Darstellungsformen entfillt.

Fiir Polyeder gibt es viele Algorithmen zur schnellen Berechnung von Hiill-
korpern. Beispielsweise berechnet der randomisierte Algorithmus von WELZL
die kleinste einschlielende Kugel fiir einen Polyeder [Wel91]. Die erwartete
Laufzeit ist linear in der Anzahl der Eckpunkte des Polyeders. O’ROURKE hat
in [OR085] einen kombinatorischen Algorithmus beschrieben, der den kleinsten
einschlieBenden Quader fiir einen Polyeder berechnet. Dieser Algorithmus hat
eine Laufzeit von O(n?), wobei n wieder die Anzahl der Eckpunkte des Polyeders
bezeichnet.

Wir beschreiben in dieser Arbeit ein numerisches Verfahren, um volumenmini-
male Kugeln und Quader als Hiillkérper fiir Objekte mit gekriimmten Ober-
flichen zu berechnen. Die dabei auftretenden Teilprobleme werden als Nullstel-
lenprobleme univariater und bivariater Polynome formuliert. Ferner geben wir



fiir eine Teilmenge der quadratischen Kurven und Flichen eine explizite Losung
dieser Teilprobleme an. Wir benutzen lokale und globale Optimierungsverfah-
ren, um die Hiillkérper mit minimalem Volumen zu berechnen. Der Gesamtal-
gorithmus ist linear in der Anzahl der Flichen, Kanten und Eckpunkte des
Objekts und in der Anzahl der Iterationen des Optimierungsverfahrens.

Gliederung

Im zweiten Kapitel erkliren wir zunichst kurz die in dieser Arbeit verwende-
te Notation. Danach wenden wir uns den NURBS zu. Wir erkliren zunéchst
den Begriff des Knotenvektors und der B-Spline-Basisfunktion, bevor wir dann
NURBS-Kurven und NURBS-Flichen definieren. Anschlieflend geben wir einen
Uberblick iiber die Intervallarithmetik und sprechen kurz die erweiterte Inter-
vallarithmetik an. Wir werden die Intervallarithmetik verwenden, um den Wer-
tebereich einer Funktion auf einem Intervall abzuschétzen. Danach erkldren
wir das ein- und mehrdimensionale Intervall-Newton-Verfahren. Diese Vari-
ante des gewohnlichen Newton-Verfahrens erméglicht die Bestimmung sdmtli-
cher Nullstellen einer differenzierbaren Funktion. Das Verfahren beriicksichtigt
auflerdem die fiir numerische Algorithmen typischen Rundungsfehler. Insbe-
sondere werden fiir die Nullstellen garantierte Einschliefungen berechnet. Den
Abschluss dieses Kapitels bildet ein Beispiel, das den Einsatz des Intervall-
Newton-Verfahrens im Zusammenhang mit NURBS demonstriert. Unter Riick-
rechnung verstehen wir das Problem, fiir einen Punkt auf einer gegebenen
NURBS-Kurve oder NURBS-Fliche die zugehorigen Parameterwerte zu be-
stimmen. Dieses Problem werden wir als Nullstellenproblem formulieren und
mit Hilfe des Intervall-Newton-Verfahrens losen.

Im dritten Kapitel behandeln wir die Berechnung der optimalen Hiillkérper.
Nach einer Abgrenzung der Aufgabenstellung wenden wir uns zunichst der Ku-
gel als Hiillk6rper zu. Dabei treten zwei Teilprobleme auf: Abstandsberechnun-
gen und Enthaltenseinstests. Diese werden als Nullstellenprobleme formuliert
und konnen mit dem vorgestellten Intervall-Newton-Verfahren gelost werden.
Fiir einige spezielle Kurven- und Flichentypen werden wir auflerdem explizite
Formeln zur Lésungen dieser Probleme angeben. Wir zeigen anschlieflend, dass
die zu minimierende Zielfunktion konvex ist und erkliren die verwendeten lo-
kalen Optimierungsverfahren. Schliefilich zeigen wir noch einige Mo6glichkeiten
auf, den Algorithmus zu beschleunigen.

Im Fall der Quader als Hiillkérpertyp beschreiben wir zunéchst, wie die Orien-
tierung der Quader im Raum spezifiziert wird. Analog zu den Abstandsproble-
men im Fall der Kugeln werden hier Ausdehnungen des Objekts in vorgegebenen
Richtungen berechnet. Die zu minimierende Zielfunktion ist in diesem Fall aller-
dings nicht konvex, so dass neben lokalen auch globale Optimierungsverfahren
zum Einsatz kommen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels prisentieren wir einige Ergebnisse dieser
Arbeit in Form von Beispielszenen. Wir zeigen auflerdem, dass im Fall der
Quader der Einsatz eines lokalen Optimierungsverfahrens zur Minimierung der
nicht-konvexen Zielfunktion seine Berechtigung hat.

Das letzte Kapitel bietet einen Ausblick iiber Verbesserungs- und Erweite-
rungsmoglichkeiten der hier vorgestellten Algorithmen.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir die mathematischen Grundlagen fiir die Losung
der spéter auftretenden Nullstellenprobleme erldutern. Nach der Erklirung der
in dieser Arbeit verwendeten Notation wollen wir zunéchst die Begriffe NURBS-
Kurve und NURBS-Fliche definieren. Danach fithren wir die Intervallarithme-
tik ein. Anschlieflend erldutern wir kurz das herkommliche Newton-Verfahren
und stellen dann das Intervall-Newton-Verfahren vor. Besonderes Gewicht liegt
dabei auf verschiedenen Varianten des mehrdimensionalen Intervall-Newton-
Verfahrens. Das Kapitel schliefit mit einem ausfithrlichen Beispiel fiir den Ein-
satz des Intervall-Newton-Verfahrens zur Lésung von Nullstellen-Problemen.

2.1 Notation

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz die in dieser Arbeit verwendete Notation
beschreiben.

e Fiir Skalare werden kursive Kleinbuchstaben verwendet, also z. B. 7, m, n,
u, U, o, .

e Vektoren werden kursiv und fettgedruckt dargestellt, z.B. a, b, ¢, ¢, y
oder z. Mit Ausnahme von einigen Bezeichnungen im Zusammenhang
mit NURBS werden nur Kleinbuchstaben verwendet.

e Fiir Matrizen verwendet wir aufrechte Grolbuchstaben im Fettdruck wie
zum Beispiel A oder M. Die Einheitsmatrix wird mit I bezeichnet.

e Intervalle werden durch kursive Grobuchstaben dargestellt. Beispiels-
weise sind A, B, C, X, Y und Z Intervalle.

e Intervallvektoren und Intervallmatrizen werden wie gewohnliche Vek-
toren und Matrizen dargestellt. Aus dem Zusammenhang sollte stets klar
sein, ob es sich bei den Komponenten um Skalare oder Intervalle handelt.

e Fir Mengen verwenden wir kalligraphische Buchstaben, also z. B. M, X
oder Y.
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2.2 NURBS

NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) sind ein mathematisches Modell zur
Beschreibung gekriitmmter Kurven und Flichen. Eine umfassende Darstellung
zum Thema NURBS findet sich in [PT97]. Dort sind auch die Beweise fiir die
aufgefithrten Eigenschaften zu finden.

Zunichst werden wir den Begriff der B-Spline- Basisfunktion einfithren und dann
die Begriffe NURBS-Kurve und NURBS-Fldche definieren.

2.2.1 B-Spline-Basisfunktionen

Definition 2.1. FEine nichtabsteigende Folge U wvon r reellen Zahlen u;, i =
0,...7 — 1, heifft Knotenvektor der Linge r.

U= {up,---yur—1} mit u; <wujy; fir0<i<r—1

Die Werte u; heifien Knotenpunkte. Das halboffene Intervall [u;,u;+1) heifit
i-te Knotenspanne. Fin Knoten u hat Multiplizitit k, wenn es genau k Werte
Ugy e o, Ujrk—1 gibt, sO dass u =u; = ... = Ujpp—1 gilt.

Wir verwenden hier die fiir Knotenvektoren iibliche Schreibweise mit geschweif-
ten Klammern, obwohl es sich nicht um Mengen, sondern um Vektoren handelt.

Definition 2.2. Sei U = {uyg,...,u,—1} ein Knotenvektor der Léinge r. Die
i-te B-Spline-Basisfunktion p-ten Grades diber dem Knotenvektor U wird mit
N; p(u) bezeichnet und ist definiert als

1, falls u; < u < uia1 .
N; = q v " < -1
wo(u) { 0, sonst Ose<r
U — U; Ujyprl — U i
Nip(u) = %Ni’p,l(u) + LNﬂl,p,l(u) 0<i<r—p-1
Uitp — Uq Uitp+1 — Ui+1

Der in dieser rekursiven Definition moglicherweise auftretende Quotient % soll
als 0 definiert werden.

In Abbildung 2.1 sind die B-Spline-Basisfunktionen ersten Grades iiber dem
Knotenvektor U = {0, 0, %, 1,1} zu sehen. Abbildung 2.2 zeigt die Basisfunk-
tionen zweiten Grades tiber dem Knotenvektor U = {0, 0,0, %, %, 1,1,1}.
Definition 2.3. Ein Knotenvektor der Ldnge r fiir eine Basisfunktion p-ten
Grades heifit nicht-periodisch oder offen, wenn jeweils die ersten und letzten

p+ 1 Eintrdge gleich sind.
U= {a,. <y Oy Uptly .- ,U(r_l)_(p+1),b, e ,b}‘
p+1 p+1

Wir betrachten in dieser Arbeit ausschliellich nicht-periodische Knotenvekto-
ren. Auflerdem sollen die ersten p + 1 Eintrige stets den Wert 0, die letzten
p + 1 Eintrige stets den Wert 1 haben.
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’

N2,1

Abbildung 2.1: B-Spline-Basisfunktionen ersten Grades

NO,Z

Nip

’

Nyo

N3,

Abbildung 2.2: B-Spline-Basisfunktionen zweiten Grades
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Wir wollen nun einige fiir unsere Zwecke wichtigen Eigenschaften der B-Spline-
Basisfunktionen nennen:

e Lokaler Triger: Alle Basisfunktionen verschwinden auflerhalb bestimm-
ter Knotenspannen. Es gilt:

Nip(u) =0 fiir alle u & [ug, Uitp41)

e Nichtnegativitéit: Alle Basisfunktionen nehmen nur nichtnegative Wer-
te an:
Nip(u) >0 firaleue[0,1], 0<i<r—p-—1

e Teilung der Eins: Die Menge aller Basisfunktionen p-ten Grades teilt

die Eins:
r—p—2

Z Njp(u) =1 fir alle u € [0,1]
j=0
¢ Differenzierbarkeit: Im Innern der Knotenspannen sind die Basisfunk-
tionen beliebig oft stetig differenzierbar, wobei ab der (p+1)-ten Ableitun-
gen alle Ableitungen verschwinden. An einem Knoten der Multiplizitit k&
sind die Basisfunktionen (p — k)-mal stetig differenzierbar.

Fir die k-te Ableitung der Basisfunktion N; ,(u) gilt:

N-(k) u) = LN.(kfl) w) — p N(k—l) u
z,p( ) Uirp — U i,p—1 (u) Uitpil — Uil z+1,p—1( )

2.2.2 NURBS-Kurven

Definition 2.4. Eine NURBS-Kurve p-ten Grades ist definiert durch

Z?:_Ol Nip(u) wi P;
Yo Nip(u) wi

Die Punkte P; € R3 heiffen Kontrollpunkte, die Werte w; > 0 heiffen Gewich-
te. Mit N;p(u) werden die B-Spline-Basisfunktionen p-ten Grades tber einem
Knotenvektor U = {ug,...,ur_1} der Linge r =n+p+ 1 bezeichnet.

C(u) = fir 0<u<l1. (2.1)

Abbildung 2.3 zeigt eine NURBS-Kurve, die einen Halbkreis darstellt. Die
NURBS-Kurve hat den Grad p = 2 und besitzt n = 5 Kontrollpunkte. Fiir
die Gewichte gilt wg = w9 = wg = 1 und w; = w3z = %\/5 Der zugrunde
liegende Knotenvektor ist U = {0, 0,0, %, %, 1,1,1}. Die Werte der zugehorigen
Basisfunktionen sind in Abbildung 2.2 dargestellt.

Die fiir unsere Zwecke wichtigsten Eigenschaften der NURBS-Kurven sind:

e Interpolation der Endpunkte: Die Kurve C(u) beginnt im Punkt P,
und endet im Punkt P,,_;.

Cl0)=Py und C(1)=P,



10 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

p,
Py . . P;

Py P,

Abbildung 2.3: Ein Halbkreis als NURBS-Kurve

e Affine Invarianz: Um eine NURBS-Kurve einer affinen Transformation
zu unterwerfen, geniigt es, die affine Transformation auf die Kontrollpunk-
te anzuwenden.

¢ Konvexe Hiille: Der Punkt C(u) mit u € [u;, u;+1) liegt in der konvexen
Hiille der Kontrollpunkte P;_,,..., P;.

e Differenzierbarkeit: Im Innern der Knotenspannen ist die Funktion
C(u) beliebig oft stetig differenzierbar. An einem Knoten der Multipli-
zitédt k ist die Funktion (p — k)-mal stetig differenzierbar.

Sei Cz(u) der Zihler und Cn(u) der Nenner in Gleichung (2.1), also

C(u) = (CZ"JZV—((Z)) Fiir die k-te Ableitung der Funktion C'(u) gilt dann:

k N .
C¥) = s <C‘Z’” -3 (5) eV et (u))

=1

Wir wollen noch den Begriff der geschlossenen oder zyklischen NURBS-Kurve
einfiihren:

Definition 2.5. Eine NURBS-Kurve C mit C(0) = C(1) heifit geschlossen
oder zyklisch.

Zum Beispiel konnen ein Kreis oder eine Ellipse durch eine geschlossene NURBS-
Kurve dargestellt werden.

2.2.3 NURBS-Flichen
Definition 2.6. Eine NURBS-Fliche (p, q)-ten Grades ist definiert durch

S(u,v) = Zito Z;n:_ol Nip(u) Njq(v) wij Pi;
’ Z?:_ol Z;n:_ol Ni,p(u) Nj,q(’u) Wj, 5

Die Punkte P;; € R3 heifen Kontrollpunkte, die Werte wi; > 0 heiffen Ge-
wichte. Mit N;,(u) werden die B-Spline-Basisfunktionen p-ten Grades iber

fir 0<wu,v<1. (2.2)
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einem Knotenvektor U = {ug,...,u,—1} der Linge r = n+ p + 1 bezeich-
net. Analog werden die Basisfunktionen g-ten Grades iber einem Knotenvektor
V ={vg,...,vs_1} der Linge s = m + q+ 1 mit N ,(v) bezeichnet.

Die Abbildung 2.4 zeigt die Hilfte eines Zylindermantels. Die NURBS-Fliche
hat in u-Richtung den Grad p = 2 und in v-Richtung den Grad ¢ = 1. Fiir die
Gewichte gilt w(),() = w170 = w270 = ’LU2,1 = ’LU4,0 = w4,1 =1 und ’LU1’0 = ’w1,1 =
w3, = w3,1 = %\/ﬁ Die beiden Knotenvektoren sind U = {0,0,0, %, %, 1,1,1}
und V = {0,0,1,1}. Die Kontrollpunkte liegen jeweils in den Ebenen der
zugehorigen Halbkreisbogen.

Abbildung 2.4: NURBS-Fliche

Die im vorherigen Kapitel aufgefithrten Eigenschaften fiir NURBS-Kurven gel-
ten sinngemif auch fiir NURBS-Flichen:

¢ Interpolation der Eckpunkte: Die vier Eckpunkte der Fliche S(u,v)
stimmen jeweils mit einem Kontrollpunkt iiberein.

5(0,0) = Py S§(1,0) = Pn_1p
50,1)=Po1  S(1,1)=Pp 1m 1

e Affine Invarianz: Um eine NURBS-Fliche einer affinen Transformation
zu unterwerfen, geniigt es, die affine Transformation auf die Kontrollpunk-
te anzuwenden.

e Konvexe Hiille: Der Punkt S(u,v) mit u € [u;,u;y1) und v € [vj,vj41)
liegt in der konvexen Hiille der Kontrollpunkte

{Prili-p<k<i, j—g<Il<jh

e Differenzierbarkeit: Im Innern der Knotenspannen ist die Funktion
S (u,v) beliebig oft stetig differenzierbar. An einem Knoten des Knoten-
vektors U bzw. des Knotenvektors V' der Multiplizitét & ist die Funktion
(p — k)-mal bzw. (g — k)-mal stetig differenzierbar nach u bzw. v.
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Sei S z(u,v) der Zahler und Sn(u,v) der Nenner in Gleichung (2.2), also

S(u,v) = % Sei auBerdem S eine abkiirzende Schreibweise fiir
~n(u,v

%S . Fiir die Ableitungen der Funktion S(u,v) gilt dann:
1 k,l)
St = ——(s¥ 2,
(ua U) SN (u’ ’U) SZ (ua U) ( 3)

ECN '
-> ( ) 547 (w,) 8¢ (u,0)
=1

i

~

B (j) SO (4, 5) §®1) 1, v)
j=1

553 ('“) (j) S (u,v) s<’“"”><u,v))

i=1 j=1

Wir wollen noch den Begriff der zyklischen NURBS-Fliche einfiithren:

Definition 2.7. Eine NURBS-Fliche S heifit zyklisch in u-Richtung bzw. zy-
klisch in v-Richtung, wenn gilt:

Vv €10,1] : S(0,v) = S(1,v) (zyklisch in u-Richtung) bzw.
Vu € [0,1] : S(u,0) = S(u,1) (zyklisch in v-Richtung) .

Ein Zylinder ldsst sich beispielsweise durch eine in einer Richtung zyklische
NURBS-Fliche beschreiben. Bei einem Torus handelt es sich hingegen um eine
in beiden Richtungen zyklische Fliche.

2.3 Intervallarithmetik

Wir benutzen die Intervallarithmetik, um Aussagen iiber den Wertebereich ei-
ner Funktion auf einem vorgegebenen Intervall zu machen. Eine ausfiithrliche
Beschreibung der Intervallarithmetik findet sich in [AH83] und [Moo069]. Wir
geben nun eine Ubersicht iiber die grundlegenden Begriffe und Eigenschaften
der Intervallarithmetik.

Definition 2.8. Die Menge A := [A, Z] ={z€eR|A<z<A}mitA,AcR
heifit Intervall. A = inf A heiffit Infimum oder untere Schranke von A, A =
sup A heifit Supremum oder obere Schranke von A. FEin Intervall A mit A= A
heifft Punktintervall. Der Punkt m(A) := (A + A) heift Mittelpunkt des
Intervalls A.

Wir bezeichnen die Menge aller Intervalle mit IR, die Menge aller n-dimen-
sionalen Vektoren iiber IR mit IR"” und die Menge aller n x m-Matrizen iiber IR
mit IR™ ™, Der Mittelpunkt eines Intervallvektors oder einer Intervallmatrix
ist dabei komponentenweise definiert.
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Vergleiche und Teilmengenbeziehungen werden im mengentheoretischen Sinne
interpretiert und sind fiir Vektoren und Matrizen genau dann erfiillt, wenn sie
fiir alle ihre Komponenten erfiillt sind. Fiir A, B € IR gilt

A=B & A=BANA=B und
ACB & A>B AN A<B.
Die Operationen N und U sind fiir A, B € IR definiert durch

ANB := |[max{A,B}, min{4,B}] (Schnitt) und
AUB = [min {A,E}, max {Z,E}] (Intervallhiille).

Der Schnitt A N B ist nur definiert, falls max {A, B } < min {Z,E} gilt. Fir
Vektoren und Matrizen sind die Operationen komponentenweise definiert. Man
beachte, dass die Vereinigung zweier Intervalle im Allgemeinen kein Intervall
ist.

Die arithmetischen Operationen auf Intervallen werden durch

AoB:={aob|ac A,be B}

definiert, wobei A,B € IR und o € {+,—,-,/} gilt. Das Ergebnis dieser Ope-
rationen kann explizit wie folgt berechnet werden:

A+B = [A+B,A+B],

A-B = [A-B,4A-B],

A- B = [min{A_B,AE,ZE,E},max{A_B,AF,ZQ,E}],
A/B = [A A]-[1/B,1/B] fir 0 ¢ B.

Addition und Multiplikation sind kommutativ und assoziativ, aber nicht distri-
butiv. Es gilt jedoch die schwichere Eigenschaft der Subdistributivitdt:

A-(B+C)CA-B+A-C fir A,B,C cIR.

Eine weitere Eigenschaft der Intervalloperationen ist die Inklusionsisotonie. Es
gilt
a€ ANbEB = aob€AoB und
ACCANBCD = AoBCCoD

fiir alle o € {+,—,+,/}, a,b € Rund A, B,C,D € IR.

Intervallauswertung

Wir wollen die Intervallarithmetik dazu benutzen, den Wertebereich einer Funk-
tion f auf einem Intervall X abzuschéitzen. Den Wertebereich einer Funktion
f:D — Rmit D CR oder D CR" auf dem Intervall bzw. dem Intervallvek-
tor X C D bezeichnen wir mit f(X). Mit F'(X) bezeichnen wir die sogenannte
Intervallauswertung der Funktion f auf X.

Die Intervallauswertung einer Funktion erhélt man, indem man alle vorkom-
menden Variablen durch entsprechende Intervalle und alle Operationen durch
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die zugehorigen Intervalloperationen ersetzt. Konstanten werden durch ent-
sprechende Punktintervalle ersetzt. Fiir den Wertebereich f(X) und die Inter-
vallauswertung F'(X) gilt dabei stets

f(X) € F(X).

In vielen Féllen gilt dabei echte Ungleichheit, d.h. das durch die Intervallaus-
wertung berechnete Intervall ist echt grofler als der eigentliche Wertebereich.
Dieses Phénomen soll als Uberschdtzung bezeichnet werden.

Beispiel:

Gegeben sei die Funktion f : R\{0} — R,z > z+. und das Intervall X = [1,2].
Dann gilt fiir den Wertebereich f(X) = [2,5]. Die Intervallauswertung von f
auf X liefert F(X) = [1,2] +[1,1]/[1,2] = [1,2] + [%,1] = [, 3].

Der Grund fiir die Uberschiitzung bei der Intervallauswertung liegt in der Tat-
sache, dass bei der Intervallauswertung jedes Vorkommen der Variablen als eine
unabhingige Instanz aufgefasst wird. So wird im obigen Beispiel der Wert 3
durch die obere Schranke 2 fiir den linken Summanden und die untere Schran-
ke 1 fiir den Nenner des rechten Summanden erreicht. Die Uberschiitzung bei
der Intervallauswertung ist ein nicht zu vernachlissigendes Problem beim Ein-
satz der Intervallarithmetik.

Erweiterte Intervallarithmetik

Bei der erweiterten Intervallarithmetik werden im Gegensatz zu der zuvor ein-
gefiithrten (einfachen) Intervallarithmetik auch offene und halboffene Intervalle
sowie die leere Menge und Mengen der Form (—oo,a] U [b,+00) mit a < b
zugelassen. Insbesondere diirfen offene Intervallgrenzen auch die Werte +oo
und —oo annehmen.

Wir benoétigen die erweiterte Intervallarithmetik, um beim Einsatz des Newton-
Verfahrens (siehe Kapitel 2.4) Ausdriicke der Form

AN (b—C/D)

mit b € R und A,C, D € IR auswerten zu kénnen. Insbesondere ist dabei ex-
plizit 0 € D zugelassen. Die zuvor aufgefithrten Relationen und Operationen
fiir die einfache Intervallarithmetik lassen sich im wesentlichen sinngemifl auf
die erweiterte Intervallarithmetik iibertragen. Wir wollen die erweiterte Inter-
vallarithmetik an dieser Stelle nicht formal definieren, sondern verweisen auf
[Rat92].

Wir bemerken, dass es fiir den Wert des obigen Ausdrucks drei Moglichkeiten
gibt:

1. Die Schnittoperation ist undefiniert, falls A und der rechte Term disjunkt
sind.

2. Das Ergebnis ist ein abgeschlossenes Intervall.

3. Das Ergebnis ist die Vereinigung zweier (nicht notwendigerweise disjunk-
ter) abgeschlossener Intervalle.
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Maschinenintervallarithmetik

Alle verbreiteten Hardwarearchitekturen verwenden zur Zahlendarstellung Da-
tenformate mit festen Wortldngen. Damit lassen sich nur endlich viele Zahlen
darstellen. Wenn man mit reellen Zahlen rechnen will, muss man sich auf
die Teilmenge der sogenannten Gleitkommazahlen beschrinken. Reelle Zah-
len werden dazu auf die nichstgelegene Gleitkommazahl abgebildet (Rundung).
Insbesondere Ergebnisse der arithmetischen Operationen miissen in der Re-
gel gerundet werden, da die Menge der Gleitkommazahlen unter den iiblichen
arithmetischen Funktionen nicht abgeschlossen ist.

Im Zusammenhang mit der Intervallarithmetik verwenden wir jedoch nicht die
Rundung zur nichstgelegenen Gleitkommazahl, sondern die nach auflen gerich-
tete Rundung. Hierbei werden die linken Intervallgrenzen stets nach unten, die
rechten Intervallgrenzen nach oben gerundet. Dadurch wird sichergestellt, dass
der exakte Wert immer im Intervall enthalten ist.

2.4 Newton-Verfahren

Wir wollen nun das Intervall-Newton-Verfahren zur Bestimmung von Nullstel-
len differenzierbarer Funktionen vorstellen. Diese Variante des herkémmlichen
Newton-Verfahrens benutzt die Intervallarithmetik, um verschiedene Nachteile
des herkommlichen Verfahrens zu vermeiden.

Ein kurzer Uberblick iiber das herkémmliche als auch das Intervall-Newton-
Verfahren findet sich in [Lec91]. Eine ausfiihrliche Darstellung und verwandte
Methoden sind in [AH83] zu finden.

Newton-Verfahren in einer Dimension

Das Newton-Verfahren erméglicht die Approximation der Nullstellen einer ste-
tig differenzierbaren Funktion f : D — R mit D C R. Ausgehend von einem
Startwert z(9) € R wendet man die Tterationsvorschrift

| | )
SHD) — ) _ ;'((Z @)) i € N (2.4)

an. Als Abbruchkriterium bietet sich |f(z(")| < € oder |z(t1) — z()| < ¢ an.
Abbildung 2.5 zeigt eine graphische Interpretation der Iterationsvorschrift. Die
Konvergenz des Newton-Verfahrens ist quadratisch, wenn der Startwert z()
nahe genug an einer einfachen Nullstelle von f liegt.

Ein Nachteil des Newton-Verfahrens besteht darin, dass man fiir eine gute Wahl
des Startwertes die ungefihre Lage der Nullstellen kennen muss. Auflerdem
muss das Verfahren auf jede Nullstelle separat angewendet werden. Ein weite-
rer Nachteil ist die Tatsache, dass man keine Abschéitzung iiber die Approxi-
mationsgiite hat. Alle diese Nachteile sind bei dem Intervall-Newton-Verfahren
nicht vorhanden.
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fl(.T(Z)) — _J=9)

T () _gG+D)

@R o e

2D ) x

Abbildung 2.5: Newton-Schritt

Intervall-Newton-Verfahren in einer Dimension

Das Intervall-Newton-Verfahren berechnet alle Nullstellen einer stetig differen-
zierbaren Funktion f : D — R mit D C R in einem Startintervall X(© ¢ IR.
Die Iterationsvorschrift lautet

X6+ = x0 <m(x<i>) - %}ﬁ”) ieNp.  (25)

Falls die Schnittbildung die leere Menge liefert, enthiilt X () keine Nullstellen
von f. Als Abbruchkriterium verwendet man

X0 - XD <¢e oder F(XD)>—e A F(XO) <e.

Im Fall 0 € F/(X®) muss die erweiterte Intervallarithmetik verwendet werden
(siche Kapitel 2.3). Falls dabei zwei Intervalle fiir X(*1) auftreten, werden
diese anschlieflend getrennt weiter iteriert.

Eine graphische Darstellung der Iterationsvorschrift (2.5) ist in den Abbil-
dungen 2.6 und 2.7 zu sehen. In jedem Iterationsschritt werden an der Stel-
le m(X@) zwei Geraden an den Graph der Funktion f gelegt. Diese beiden
Geraden haben die Steigung F'(X®)) bzw. F'(X(®). Die Schnittpunkte der
Geraden mit der z-Achse liefern die Intervallgrenzen fiir ein neues Intervall,
das mit X geschnitten wird, um X+ zu erhalten.

In Abbildung 2.6 ist der Fall 0 ¢ F'(X()) skizziert. Der Newton-Schritt be-
rechnet zuniichst das Intervall [o, ] und nach dem Schnitt mit X erhélt man
XD = [XO, ).
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f(z)

a x (@) B m(X(i)) X@

Abbildung 2.6: Intervall-Newton-Schritt mit 0 ¢ F'(X®)

Abbildung 2.7 zeigt den Fall 0 € F'(X®). Die erweiterte Intervallarithmetik
liefert die Menge (—oo, @] U [8,00). Nach dem Schnitt mit X () erhilt man

X0 = [XO, o] U [8, XD].

f(z)

X0 o m(X®) g\ X0 =

f

Abbildung 2.7: Intervall-Newton-Schritt mit 0 € F'(X®)

Newton-Verfahren in mehreren Dimensionen

Das Newton-Verfahren l4sst sich ohne Probleme auf eine stetig differenzierbare
Funktion f : R™ — R" verallgemeinern. Die Iterationsvorschrift lautet dann

) = g _ Jf(a:("))_1 - fa®) i € Np. (2.6)
Dabei bezeichnet Jy die Jacobi-Matrix von f:

[ 9f;
I = (aa’j>i,j:1...n '

Um die aufwendige Invertierung der Matrix Jy zu vermeiden, 16st man statt-
dessen das lineare Gleichungssystem

I (@) (@ — &) = — f(a!) 27)

nach £+ auf.
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Die Nachteile des Newton-Verfahrens in einer Dimension sind auch hier vor-
handen: Fiir eine gute Wahl des Startwertes muss man die Lage der Nullstelle
kennen. Auflerdem liefert das Verfahren zunichst immer nur eine Nullstelle.
Auch hat man keine Abschitzung iiber die Approximationsgiite der Nullstel-
len. Bei dem Intervall-Newton-Verfahren in mehreren Dimensionen sind diese
Nachteile nicht vorhanden.

Intervall-Newton-Verfahren in mehreren Dimensionen

Das Intervall-Newton-Verfahren in mehreren Dimensionen bestimmt alle Null-
stellen einer stetig differenzierbaren Funktion f : R” — R" in dem n-dimensio-
nalen Quader X(©) € IR™. Die Iterationsvorschrift lautet

X+ — x ) A (m(X(i)) _ Jf(X(i))flf(m(X(i)))) i€Np. (28)

Dabei ist zu beachten, dass die Jacobi-Matrix J; auf einem Intervallvektor
auszuwerten ist. In vielen Fillen gilt dabei 0 € det J;(X @), d.h. die Jacobi-
Matrix ist nicht invertierbar. Eine Moglichkeit besteht in der Verwendung der
erweiterten Intervallarithmetik und der Adjungierten von J¢(X®):

) 1 )
y-1_-_ 1 (i)
Jp(XD)~1 = ERTC] ad Jp(X ™).

Es gibt jedoch geeignetere Verfahren, die wir nun vorstellen wollen. Dazu for-
mulieren wir die Iterationsvorschrift zunéchst in der allgemeinen Form

X0 = X0 M op(xX @),
wobei op einer der folgenden Operatoren ist:
e der Newton-Operator IV,
e der Krawczyk-Operator K,
e der Jacobi-Operator J,
e der Gauss-Seidel-Operator GS oder

e der modifizierte Gauss-Seidel-Operator GS.

Dabei entspricht der Newton- perator IN der Iterationsvorschrift (2.8), es gilt

also
N(X) = m(X ) = 3y(X D)~ £ (m(X D).

Der Krawczyk- perator K vermeidet vollstindig die Inversion einer Intervall-
matrix:

K(XD) = m(X®D) — f(m(XD)) + (1 - Jf(X@)) (x@') - m(X@'))) :
Die restlichen drei Operatoren betrachten das lineare Gleichungssystem

Ip(XD) - (X0 —m(XD)) = —f(m(X D). (2.9
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Zur Vereinfachung der Schreibweise sei im Folgenden stets A := Jp(X @),
z = m(X®) und b? := F(m(X®)). Das Gleichungssystem (2.9) lautet

also
A . ( x () _ w(z’)) — _p

Der acobi- perator J 16st die j-te Zeile des Gleichungssystems (2.9) nach X ; @

(-+1)

auf und verwendet den erhaltenen Term zur Berechnung von X' b

(X,(c) — .’Bg))

(1)
(") _ 7,k
J ()
JsJ

JXD) = (D)o,

Der Gauss-Seidel- perator G S stellt eine Verbesserung des Jacobi-Operators
dar, indem er bei der Berechnung der g-z) bereits die Werte g) mit k < j
beriicksichtigt.

0w WS AN Y a1y, A XY -a))
J i A
.7;.7

GS(XD) = ( M)joim

Der modifizierte Gauss-Seidel- perator ~ GS liefert noch bessere Werte als
der Gauss-Seidel-Operator, allerdings ist dazu ein wesentlich héherer Rechen-
aufwand notig. Dieser Mehraufwand ist gerechtfertigt, wenn die Auswertung
der Funktion und deren Jacobi-Matrix im Vergleich zu den eigentlichen Rechen-
operationen fiir das Newton-Verfahren sehr aufwendig ist. Der héhere Rechen-
aufwand liefert wesentlich bessere Einschliefungen der Nullstellen.

Anstatt nur die I-te Zeile des Gleichungssystems (2.9) fiir die Bestimmung von
g-z) zu verwenden, werden nun alle Zeilen des Gleichungssystems nach Xg-z)

aufgelost. Das Auflésen der [-ten Zeile liefert den Wert gz) Alle Werte gzl)
j =1...n werden dann miteinander geschnitten.

(0 _ 0 B +%, ;ALY )+ T, AR —2f))
it =% Z
Az(,}

g.’) = ( gqmm g.le)mxg.“)

GS(XD) = ( M)jzim

Die letzten drei Operatoren benutzen dabei ggfs. die erweiterte Intervallarith-
(%) (%)
J

metik zur Auswertung der Terme fiir die Variablen bzw. e
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Die Beziehungen zwischen den Operatoren wird durch folgendes Lemma be-
schrieben.

Lemma 2. . Sei f : R® — R" ecine stetig differenzierbare Funktion und
X € IR"™. Dann gilt:
GS(X)CGS(X)CJ(X) und GS(X)CK(X).

Beweis:

Die erste Behauptung folgt aus der Inklusionsisotonie der Intervalloperationen
und der Definition der Operatoren. Ein Beweis fiir die zweite Behauptung findet
sich in [Neu90].

Das (Intervall-)Newton-Verfahren kann auch verwendet werden, um die Null-
stellen einer stetig differenzierbaren Funktion f : R®™ — R™ mit m > n zu
bestimmen. Das Gleichungssystem (2.9) besteht dann aus m Gleichungen fiir n
Variablen. Durch Multiplikation beider Seiten mit der transponierten Jacobi-
Matrix erhilt man das quadratische System

Ip(XD) Ip(xD) - (XD = m(xD)) = ~3p(XD) Fm(XD).  (210)
In den Definitionen der Operatoren ist also

Jp (X D) durch Jp(XD) Jp(x D) und
F(m(x®)) durch I (XD) f(m(xXD))

zu ersetzen. Analog gilt

AD = Jp(XD) Jp(X@D)  und
b0 = J(XD) fim(XD)).

Durch die zusétzliche Matrixmultiplikation verbreitern sich allerdings die In-
tervalle in den Komponenten der Matrix A() und des Vektors b . Dies wirkt
sich nachteilig auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens aus.

Bei Verwendung des modifizierten Gauss-Seidel-Operators kann jedoch die Mul-
tiplikation mit der transponierten Jacobi-Matrix entfallen, da dieser Operator
kein quadratisches System voraussetzt. Dies ist ein wesentlicher Grund fiir die
Effizienz des modifizierten Gauss-Seidel-Operators bei Funktionen der Form
F:R® - R™ mit m > n.

Wir wollen noch ein Problem beim Einsatz des Intervall-Newton-Verfahrens an-
sprechen. Das herkdmmliche Newton-Verfahren garantiert (quadratische) Kon-
vergenz, vorausgesetzt, der Startvektor g liegt hinreichend nahe an der Null-
stelle. Beim Intervall-Newton-Verfahren hingt die Konvergenzgeschwindigkeit
wesentlich von der Qualitit der Intervallauswertung von Jg(X (i)) ab, d.h. je
geringer die Uberschéitzung bei der Berechnung von Jz(X (), desto besser die
Konvergenz.

Bei groBer Uberschitzung kann sogar der Fall X (+1) — X eintreten. In
einem solchen Fall zerlegt man den vom Intervallvektor X () beschriebenen
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n-dimensionalen Quader in mehrere kleinere Quader, die anschlielend getrennt
auf Nullstellen von f untersucht werden.

Eine Moglichkeit der Unterteilung besteht darin, den Intervallvektor X @) in je-
der Dimension zu halbieren. Dabei einstehen 2" neue Intervallvektoren, auf die
das Intervall-Newton-Verfahren einzeln angewendet wird. Fiir gréflere Werte n
erhilt man mit dieser Strategie jedoch unverhiltnismiBig viele Intervallvekto-
ren. Bei einer anderen Methode wird der Vektor X nur in einer Dimension
halbiert, z. B. in der Dimension, deren Komponente von X (@) am grofBten ist.
Ein besseres Kriterium zur Wahl der optimalen Halbierungsrichtung findet sich
in [Rat92], ebenso wie eine Unterteilungsstrategie, die X in n 4 1 Teile zer-
legt.

2. R kre hn n

Unter Riickrechnung verstehen wir folgendes Problem: Gegeben sei eine NURBS-
Kurve C oder eine NURBS-FlLiche S und ein Punkt P € R?, der auf der Kurve
bzw. der Flache liegt. Gesucht sind die zu dem Punkt p gehtrenden Parame-
terwerte, d.h. u € [0,1] mit C(u) = p bzw. (u,v) € [0,1]? mit S(u,v) = p.

Dieses Problem taucht beim Arbeiten mit NURBS sehr hiufig auf. Ubli-
cherweise arbeitet man nicht direkt mit den NURBS-Flichen selbst, sondern
mit Flichenstiicken, die auf einer NURBS-Fliche eingebettet sind. Abbil-
dung 2.8 zeigt ein Flachenstiick f auf einer kugelférmigen NURBS-Fliche. Das
Flachenstiick wird dabei durch die Angabe der Begrenzungskanten, sogenann-
ter rimmkurven, spezifiziert. Dabei handelt es sich um orientierte geschlosse-
ne Kantenziige, die den Rand des Flichenstiickes definieren. Das Flichenstiick
wird in diesem Zusammenhang auch als getrimmte NURBS-Fliche bezeichnet.

AN

Abbildung 2.8: Eine getrimmte NURBS-Fliche

Betrachten wir nun die Visualisierung einer solchen getrimmten NURBS-Fliche.
Géngige Graphikbibliotheken wie z. B. OpenGL bieten die Moglichkeit, solche
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Objekte direkt zu visualisieren. Allerdings miissen dabei die Trimmkurven im
Parameterraum der Fliche spezifiziert werden.

Eine einfache Methode zur Berechnung dieser Darstellung funktioniert wie folgt:
Zunichst werden ausreichend viele Punkte auf den Begrenzungskanten gene-
riert. Fiir jeden dieser Punkte bestimmt man die zugehdrigen (u,v)-Parame-
ter. AnschlieBend werden die Parameterwerte der auf den Begrenzungskan-
ten benachbarten Punkte durch Liniensegmente verbunden. Die so erhaltenen
Polygonziige im Parameterraum approximieren die Trimmkurven der NURBS-
Fliache. Die Qualitdt der Approximation ldsst sich durch Anzahl und Lage der
Punkte auf den Trimmkurven steuern. Zentrales Problem bei dieser Methode
ist die Riickrechnung, also die Bestimmung der (u,v)-Parameter fiir einen auf
der NURBS-Fliche liegenden Punkt.

Wir werden im Folgenden das Problem der Riickrechnung speziell fiir NURBS-
Flichen diskutieren. Sidmtliche Aussagen lassen sich sinngemifl auf NURBS-
Kurven iibertragen. Insbesondere ist das Problem fiir NURBS-Kurven einfacher
zu losen, da es sich dort nur um univariate Funktionen handelt.

Ein anderes, etwas aufwendigeres Verfahren zur Riickrechnung wird von L

L0 und U ER in [DLO0] beschrieben. Wir bemerken auerdem, dass fiir
das Problem der Riickrechnung fiir quadratische Flichen und Kurven unter
bestimmten Voraussetzungen explizite Losungen existieren (siehe [PT97], For-
mel (7.38)).

Es sei also eine NURBS-Fliiche S(u,v) und ein Punkt p € R? auf dieser Fliche
S gegeben. Wir setzen voraus, dass die Funktion S injektiv und C'l-stetig ist.
Gesucht ist nun die Parameterdarstellung von p, also das Paar (u,v) € [0,1]?
mit S(u,v) = p.

Wir geben nun verschiedene Formulierungen des Problems an. Die erste For-
mulierung als Nullstellenproblem ergibt sich direkt aus der Aufgabenstellung:

S(u,v) =
S(u,v) —p
Sz(u,v) —p Sy(u,v) =

p
& 0 (2.11)
s 0

Dabei bezeichnen Sz und Sy den Zahler bzw. den Nenner in der Definition
von S (siehe Kapitel 2.2.3).

Der Punkt S(u,v) hat unter allen Punkten der Fliche S den geringesten Ab-
stand zum Punkt P. Das zugehorige Optimierungsproblem lautet also

i S —pl.
2 | S(u,v) —p|

Aufgrund der strengen Monotonie der Wurzelfunktion kann man auch

i S — p)? 2.12
(u’gng’l( (u,v) — p) (2.12)

betrachten. An einer lokalen Extremstelle verschwinden die partiellen Ablei-
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tungen. Dies lidsst sich wiederum als Nullstellenproblem formulieren:

(S(u,v) — p) %S(u,v) =0
“ { (S(u,v) — p) Z%S(u,'u) — 0 (2.13)

Die letzten beiden Formulierungen (2.12) und (2.13) betrachten den Abstand
des Punktes p zu der Fliche S. Hier ist es nicht wirklich notwendig, dass
p tatsédchlich auf der Fliche S liegt. Beispielsweise ist es denkbar, dass die
Koordinaten des Punktes p mit Rundungsfehlern behaftet sind. Die letzten zwei
Formulierungen sind damit robuster gegeniiber numerischen Ungenauigkeiten.
Allerdings hat sich gezeigt, dass die erste Formulierung (2.11) effizienter ist.
Dies liegt an den wesentlich einfacheren Termen fiir die Funktion und die ersten
Ableitungen. Bei komplizierteren Termen nimmt die durch die Intervallarith-
metik bedingte Uberschiitzung stark zu und verschlechtert so das Konvergenz-
verhalten des Intervall-Newton-Verfahrens.

Wir werden spéter ein weiteres Verfahren angeben, um auch bei Verwendung
der ersten Formulierung numerische Ungenauigkeiten zu behandeln.

Gesucht ist also die (einzige) Nullstelle der Funktion
f:[oal]Q_)R3af(uaU):SZ(U,U)_pSN(U,U)' (2'14)

Diese Funktion ist ein stiickweises bivariates Polynom vom Grad (p, ¢), wobei p
und q den Grad der NURBS-Fliche in u-Richtung bzw. v-Richtung beschreiben.
Fiir die partiellen Ableitung der Funktion (2.14) gilt

0 0 0
%f(uav) = %SZ(U"U) - p%SN(u"U)

0 0 0
%f(u,v) - %SZ('U”/U) - p%SN(uaIU)

Wir verwenden das Intervall-Newton-Verfahren, um die Nullstellen der Funkti-
on f zu bestimmen. Die Jacobi-Matrix Jf ist eine 3 x 2-Matrix, also insbeson-
dere nicht quadratisch. Daher muss bei allen Operatoren, mit Ausnahme des
modifizierten Gauss-Seidel-Operators G S, das Gleichungssystem (2.9) mit
der transponierten Jacobi-Matrix multipliziert werden (siehe Seite 20).

Die Tabelle 2.1 zeigt fiir einige Beispiele eine Ubersicht iiber die benétigten
Laufzeiten. Als Beispiele werden zunéchst die quadratischen Flichen Kugel,
Zylinder und Kegel verwendet. Der Torus ist keine quadratische Fliche, ldsst
sich aber durch eine NURBS-Fliche jeweils vom Grad 2 darstellen. Mit Welle
bezeichnen wir eine NURBS-Fliche vom Grad 3 in u-Richtung als auch in v-
Richtung. Fiir deren Kontrollpunkte P; ; gilt

P;;= J 0<i,j<5.
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Abbildung 2.9: Wellenférmige NURBS-Fliche vom Grad 3

Alle Gewichte w; ; haben den Wert 1, die zugrunde liegenden Knotenvekto-
ren sind = = {0,0,0,0, %, %, 1,1,1,1}. Eine Darstellung dieser Fliche
inklusive der Kontrollpunkte ist in Abbildung 2.9 zu sehen. Benachbarte Kon-
trollpunkte wurden dabei durch Linien verbunden.

Grad Operator
P q N K GS GS
Kugel 2 2 50,4 88,3 34,8 14,3
Zylinder 2 1 120 374 218 7,6
Kegel 2 1 36,7 78,7 21,2 8,3
Torus 2 2 149,1 179,8 109,8 37,2
Welle 3 3 252,5 2952 191,5 90,6

Tabelle 2.1: Laufzeiten fiir die Berechnung der Parameterwerte (u,v)

In der Tabelle ist die durchschnittliche Laufzeit fiir eine Riickrechnung beim
Einsatz der jeweiligen Operatoren angegeben. Es wurden jeweils 500 Punkte
auf der NURBS-Fliche zufillig ausgewihlt, so dass die Parameter (u,v) gleich-
verteilt sind. Alle Zeiten sind in Millisekunden angegeben und wurden auf
einen Pentium IIT mit 450 MHz Taktfrequenz und 128 MB RAM gemessen.
Als Compiler wurde der gce 2.95.3 unter Linux mit Kernel 2.2.19 verwendet.
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Das Intervall-Newton-Verfahren wird abgebrochen, wenn alle Intervalllingen
des Vektors X® Kleiner als 1072 sind.

Die guten Werte fiir den Zylinder und den Kegel sind dadurch zu erkliren,
dass bei diesen Flichen die Basisfunktionen des Parameters v Polynome ersten
Grades, also lineare Funktionen, sind. Die lingsten Laufzeiten treten bei der
wellenformigen Fliche auf. Der Grund liegt darin, dass sowohl in u-Richtung
als auch in v-Richtung Basisfunktionen dritten Grades verwendet werden.
Eine genauere Untersuchung zeigt auflerdem, dass 75 bis 85 der Laufzeit fiir
die Auswertung der Funktion f oder der partiellen Ableitungen % f und % Vi
verwendet wird.

Wir wollen nun noch eine Mdglichkeit skizzieren, um bei numerischen Unge-
nauigkeiten in den Ausgangsdaten geeignete Parameter u und v zu bestimmen.
Seien also die Koordinaten des Punktes p leicht verfilscht (beispielsweise durch
Rundung). Der Punkt p liegt also nicht mehr exakt auf der Fliche S, sondern
hat einen sehr geringen Abstand zu S. Wiinschenswert ist in einem solchen
Fall die Parameterdarstellung eines Punktes, der in der Nihe von p liegt.

Wir ersetzen den Punkt p durch den achsenorientierten Wiirfel

[_875]
P =p+ [-5¢ €IR.
[_855]
Den Wiirfel P bezeichnen wir als e-Verbreiterung von p. Der Wert € > 0

soll dabei so gewéhlt sein, dass sich der Wiirfel P und die NURBS-Fliche S
schneiden (vgl. Abbildung 2.10).

R

Abbildung 2.10: e-Verbreiterung von p (Querschnitt)

Wir suchen nun ein Paar (u,v) € [0,1]?, so dass S(u,v) im Wiirfel P liegt.
Dazu betrachten wir an Stelle der Funktion (2.14) die Funktion

f 0,17 = 1IR3, f (u,v) = Sz(u,v) — P Sy(u,v). (2.15)

Dabei ist zu beachten, dass die Funktionswerte von f Intervallvektoren sind.
In diesem Zusammenhang verstehen wir unter einer Nullstelle ein Paar (u,v) €
[0,1]2, so dass der Intervallvektor f (u,v) den Nullvektor enthilt.
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Die Nullstellen der Funktion f koénnen ohne weiteres mit dem Intervall-Newton-
Verfahren bestimmt werden. Dabei ist zu beachten, dass es nun keine isolierte
Nullstelle mehr gibt. Vielmehr gibt es unendlich viele Nullstellen, die eine
(in der Regel) zusammenhéngende Teilmenge im Parameterraum bilden. Das
Intervall-Newton-Verfahren liefert als Resultat eine Uberdeckung dieser Null-
stellenmenge. Aus dieser Uberdeckung kann man nun ein Paar (u,v) auswihlen
und erhilt die Parameterdarstellung eines Punktes, der in der Nihe von p liegt.



Kapitel






SS






W








































ch


















By
e







ch

ch



















































